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5.- Aplicaciones .
5.1.- Teorema de existencia y unicidad de la solucién.de una ecﬁacmn diferencial de
primer orden.

Sea f(x,y) una funcion acotada y continua en un dominio:D del plano (0;x,y) que

satisface la condicion de Lipschitz respecto de “y." en.D:
[F(x%) = f (xy)[<hly, <y

Indiquemos con (X,,Y,) un punto arbitrario.de D . Entonces existe un entorno N (x,) y

una tnica funcién y = ¢(x) tal que:

a) ¢(x) estédefinidaen N(x,)y wxeN (%) es (x%.¢(x))eD.

b) Yo=0(%)- |

c) ¢(x) es solucién dnica de la ecuaﬁ;isﬁn y'=f(x,y) en N(x,), verificandose la

identidad ¢'(x)= f[x p(x)] . vx e N (%)
Demostracion: Ia ecuacion. y'= f(‘w‘y) junto con la condicion inicial vy, =go(x0) es
equivalente a la ecuacién mtegral

’—\HHHH\H

y(x y0+J- ft,y(t)]dt 1)
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Por ser f ac tada en D, es ‘f (x, y)‘< M V(x,y)eD. Escojamos ahora un niimero

5 >0 de manefa que. se cumplan las condiciones :
o |x- x0|<5 ‘ Yo|<M& contenidoen D,
“H}\l}h
.« hs<1i o
Designemos mediante C el espacio de funciones continuas ¢ definidas sobre el

segmento |x—x,| <&y tales que |p(x)—y,|<M&, con lamétrica d (¢, 0,) =||p, - @,
El espacio C es completo sobre [x, — &, %, +6].
Consideremos el operador T definido por la expresion:

T(p)(X)= Yo+ | F[to(t) ot

Xo

donde |x—x,|<&.



Este operador transforma el espacio completo C en si mismo y es una contraccion en
él. Enefecto, sea peC y [x—x|<5.
En este caso

T (0)(x)=Yo|= j f[tot)d<Ms
Entonces T:C > C. )
Ademas ‘T((Pl) H t o (t t o, ( ))‘dt <
<hs m)é(ix‘(/)l ~0,(x)| =hd]¢, -,

Puesto que ho < 1, T es un operador de contraccion.

Por tanto, existe ¢ Gnico tal que ¢(X)=T (¢)= Y, + j f[t, (p(t)]dt

5.2.- Un teorema de existencia de la funcién implicita.
Sea f una funcion definida en una banda B :

B — {(X’ y)/a <x< b’ —o0 < y < +W} k.
Admitamos que existe la derivada parcial con:respecto a “y” que satisface la
desigualdad

0<m<f (xy)sM v(x,y)eB 1)
donde m y M son constantes tales que.m <M . Supongamos ademas que para cada
funcion ¢ continua en [a,b] la funcion compuesta g(x)= f[x o( )] es continua en
[a,b].

Entonces existe una y sélo una funcién y = y(x) continua en [a,b] tal que:

f [X, y(x)] =0-"llI1VX en [a,b] (2)
Demostraci6n: Designemos.con C el espacio lineal de las funciones continuas en [a,b]
y definamos un operador. T': C.— C._mediante la expresion:

N 1
T(2)(¥)= 0 (x) - [ x0(x)]
para cada x de ia b]. T (@) eC siempre que peC.
Vamos a demoé'{rar que. T.es.una contraccion y luego deduciremos que T tiene un

anico punto fijo“yen C. Para esta funcion * y " tendremos y = T(y) lo que significa:

)=y 1[0y(0)] e [ab]

lo que nos proporcionara (2).
Comenzamos escribiendo la diferencia

T()00-T )0 =p(0- (- LT ]
Por el teorema del valor medio, tenemos:

f[xe(x) ] [xw () ]=[e() -y ()], [xn(x)]

donde 7(x) esta situada entre (x) y w(x).




Reemplazando en (3), resulta:
folx,n(x
T(w)(x)—T<w><x>=[¢<x>—w<x>](1—%} @
De (1) se obtiene:
M M
-1< _M < _ﬂ <0
M M
0 Sl—M Sl—ﬂ <1
M M
En consecuencia (4) proporciona:

\wo)(x)—T(m(x)\s\qo(x)—w(x)\[l—%jsknqa—wn ©

donde k =1—ﬂ <1
M

La desigualdad (5) es valida Vx e [a,b] Luego T es un-operador de contraccmn
Entonces T tiene un punto fijo Unico: u W
y=T(y) ‘

Asi que siendo y(x)=T(y)=y(x)—$f[x y(x)] Wxe [a; b]
resulta f|x,y(x)]=0.

5.3.- Teorema de existencia para ecuaciones integrales.
Sea la ecuacion integral lineal no homogenea de Fredholm de segunda especie:

f(x) +,&J'l‘<ulng y)f (y)dy (1)

donde K (llamada nucleo) y ¢ son funciones dadas, f la funcion incognitay 4 un

parametro arbitrario. Mostraremos que el método es aplicable para valores
suficientemente pequefios del parametro 4.

Supongamos que K(X,¥) ¥y @(x).son continuas en a<x<b, a<y<bh; por
consiguiente |K (x, y)l <M >0
Consideremos el o%p rador. T éel espacio completo C jen si mismo, definido por:

T(f ( )= (x)+;t.[K(x,y)f(y)dy
N a
Llamamos solucién de (1) a la funcién f (x) que, al ser sustituida en dicha ecuacion, la

transforma en una identidad (respecto a x).
La demostracion se basa en probar que T es un operador de contraccion. Para esto
tomemos en C dos funciones cualesquiera f, y f, y hagamos la diferencia.

~—~—

‘T(fl)(x)—T(fz)(x)‘£|i|M;ﬂ f(y)-f(y)dy<|AM|f, - f2||j:dy:



:|/1|M (b_a)” f,— f2||: k” f,— fz”
siendo k = |/1| M (b —a). Por tanto, T es una contraccion si 0< k <1, o sea cuando
1
M(b-a)
Luego VA que verifigue (2), la ecuacion de Fredholm tiene una solucion continua unica
en C

4] < )

[a.0]"
Las aproximaciones sucesivas f,, f,,..., f,... de esta solucion tienen la.forma:

fn(x):(p(x)+iiK(x, y)f..(y)dy

6.- Generalizacion .
Presentamos ahora una generalizacion para operadores:de contraccion.

6.1.- Teorema: Sea A una aplicacion continua del espacio métrico.completo E en si

mismo tal que la aplicacion A" =T es una contraccion para algiin n; en este caso la
ecuacion:

A(Xx)=x
tiene una solucién y sélo una.
En efecto, tomemos un punto arbitrario x,€E y consideremos la

SUCESION: X5, %, = A" (%) =T (%), g = A% )=T (%)= A" (%) =T?(X; ),...es  decir

X, = A" (xo) =TFP (Xo) ( p= 0,1,%2,3,...) ,

Repitiendo la parte correspondiente de la. demostracion del teorema 4.2., podemos

probar que esta sucesion converge. L

Pongamos:  x = lim A™ (%,) = limT."(x,) (1)
po®

| p—soo i [
i, e

y queremos probar que A(X)=x.
En efecto, debido a la continuidad de A, tenemos

A(x):A(IimTp(XO)):IimTp(A(xo)) @

p—x p—x

Puesto que A" =T es un.operador de contraccion

d[ A (ACG)L AR (%)= [T° (A(x)). T (x) ] < K [T (A()). T (%) ] <

<..<k"d[ A(%),% | Entonces:
limd [ A (A(%,)), A" (%) |=limd [ TP (A(%,)),T" (%) < limk°d [ (A(%,)), % | =0

p—o p—oo p—>0
pues k? — 0cuando p — 0, ya que k <1. Entonces, por la continuidad de la distancia
d,de(1)y(2), setiene: d[ A(x),x]=0 . A(X)=x.

La unicidad surge de que, como todo punto fijo respecto a A, también sera fijo respecto
al operador A" =T que es de contraccion, este punto fijo es Unico.

6.2.- Teorema de existencia para la ecuacion integral de Volterra de segunda especie.
Esta ecuacion es de la forma:



f(x) = () A[ K (x 1)F (1)

que se diferencia de la ecuacion de Fredholm por tener en el extremo superior de la
integral la variable x.
Aplicaremos en este caso el teorema 6.1. Probaremos que cierta potencia del operador

A(F)(X) =@ (x)+A[K(xt)f (t)dt
es una contraccion. Sean f, y f, dos funciones continuas sobre [a;b]. Entonces:
AR ()= A (9] = 2] K (O ()~ T (1)]dt <M (x-a) £~ 1]
k.

Aqui hemos llamado con M = max|K (x,t).
De la desigualdad anterior (ver apéndice 7.5.), se tiene:

2 2 2 (X_a)
()0 A (1)) < af e B

Sad

y en general
n n n X a - n
W (8002 (1)< M B S ar

Entonces, cualquiera que sea el valor de ﬂ, podemos escoger n tan grande de modo
que

(ba

gy LSl

b-a

A O
n!

es decir, el operador A’es:de contraccion para n suficientemente grande. Por

consiguiente la ecuacion de “Volterra de segunda especie, tiene solucion unica,

cualquiera que sea 4.

7.- Apéndice
7.1.- Relacion. entre las ecuacmnes diferenciales lineales y las ecuaciones integrales de
Volterra.
La resolucmn dela ecuamon dlferenC|aI lineal

a0y e, (0y=b(

con coe’écrentes continuos a;(x) (i=12,..,n) y condiciones iniciales:

y(0)=C,, Y(0)=C,,...y" Y (0)=C,,

puede ser reducida a la solucién de cierta ecuacion integral de Volterra de segunda

especie.
Demostraremos esto para la ecuacion diferencial lineal de segundo orden:

y"+a,(x)y' +a,(x)y=b(x) 1)
y(o):Co ; y'(o)zcl
Hagamos
y'=o(x) ()

Por tanto .X[(p(t)dt =y'(x)-y'(0)=y'(x)-C,



LY (x)=Jo(t)dt+C, 3)

Analogamente

=Hj¢ dz+C}dt+C0
ffwomcfofronp sy, o

Vamos a integrar por partes.

t "
Llamemos: u = I¢(Z)d2 y dv=dt .

0
Considerando —x como una constante aditiva.

Asi resulta: Higp(z)dz}dt =(t—x)jgo(z)

x|t
Reemplazando en (4) I[J.(o dz}dt+Cx J'
oLo

En consecuencia:

<
Il
S
=
B
L

= |(t= x)ggt)dt

X

0'—,><

a.o

)%(t)dHC X

()dt+Cx+C (5)

Reemplazando (2) 3)y (5)en (1)

ueda:
L, “W\‘H@H‘\\:\Nmm
p(x)+a (x I(/’ dt+al(X)&u£ 4 d, (X)I(X t)p(t)dt+a,(x)Cx+a,(x)C, =b(x)

)+ [0+ a0 o108t =b( €, (032, ()]~ (1)
Llamanzio: % i
. |§(x,t):—[al(x)+a2(x)(x_t)] ©)
A\ f(X)=bx—Cja,(x)-C,xa, (x)-Cya, (x)
nos queda:;

- [K(xt)p(t)t+ f (x) @

gue es una ecuacion de segunda especie de Volterra.
La existencia de la solucion Unica de (7) se desprende del teorema demostrado en 6.2.,

ya que K (x,t) y f (x) son funciones continuas. Resolviendo la ecuacién (7) con K y

f dados por (6) y sustituyendo la expresion obtenida para (p(x)en (5), se tiene la

solucién unica de la ecuacion (1) que satisface las condiciones iniciales dadas. Cabe
también acotar, que la existencia y unicidad de (7) se desprende de la existencia y
unicidad de la solucion del problema de Cauchy para la ecuacién diferencial lineal con
coeficientes continuos en un entorno de x=0.

7.2.- Continuidad de la distancia.



Teorema: La funcién numérica (x,y)—d(x,y) definida sobre ExE es continua
sobre ExE.

Basta demostrar que en el espacio métrico (E,d), si (x,,y, ) tiende a (x,,y,).segin la
distancia definida sobre Ex E , entonces d (x,, Y, ).tiende a d(x,, Y, ).

De la desigualdad triangular, cualesquiera que sean:
X)Zl!z "y n_]_! n,YEE

d(x,y)sd(x,zl)+d( 0 Z2,) 4+ +d(Z,,Y)
Por lo tanto, para x,y, X', y’, seréa:

d(x,y)<d(xx)+d(x,y)+d(y,y)
d(x,y)<d(x,x)+d(xy)+d(y,y)
ycomo: d(x,x)=d(x',x) 'y d(y,y)=d(y,y)
se tienen:
d(x,y)-d(X,y)<d(xx)+d(y,y) -
d(x\y)=d(xy)<d(xx)d(y.¥)
Luego: \

jd(x,y)—d(x,y)|<d(x.x)+d(y, y) 1)
Entonces, llamando x=x_, y= yn, X' =X, ¥ =Y,, Y reemplazando en la desigualdad
anterior (1) nos queda la expresion: .
| (%, ) =8 (%, o) A (X0 %)+ A (Y, Vo)
que completa la demostracion.

7.3.- Nota: Cabe destacar :que. la desigualdad (1) prueba que la distancia d es
uniformemente continua sobre EXE(E lineal).

7.4.- En un espacio métrico Se usan.en numerosas cuestiones sucesiones convergentes.
Por tal motivo, hacemos notar;que para que una sucesién {x,} converja a un punto

xeE, es neceésario y suficiente que d (x, xn) tienda a cero. Pues si x, converge hacia
X, toda boég abierta con.centro x y radio ¢ contiene todos los x,, salvo los que
correspondena un AGmero finito de indices, por tanto, sea cual sea & >0, se verifica
d(xx,)< & salvoipara un nimero finito de valores de n.

Inversamente, si wd‘“‘@\:rm, xn) — 0, para cualquier ¢ >0, la bola abierta de centro x y radio

& contiene todos los x, tales que d(x,xn) < ¢ Yy por tanto, los contiene todos, salvo
un namero finito.

7.5.- Trataremos en este punto, con mas detalle la demostracion del teorema 6.2.
Habiamos probado que:

A(E) ()= A(f,) ()[4 M (x-a)[f,~ T,
Entonces, siendo



y en general, por induccion:

A (1) ()= A (F,) () = AT K (LA ) ()= A ) (1) ot

a

Por tanto:
A (1) (0~ A7 (1) (0] < I [K (]| ACR) (1) - ACE) (1ot <
<l M2t 1] ft-a) o
y como: é . Wy,
I (t - a)dt = (t _23)2 | - (_X;Za—)z E L
Luego: a a %
2 ()00~ (1)) <l B2y

2 (0)0-# ()<l e =

pues X e [a, b] : @
L
i,
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